
.+ .2 3 \
I I . .' IL' u . I‘ 4- I -1» ch _~I ‘ .§ I‘

Z - " l 2 1 ~.'ai--: _‘>. _.~“£'‘Y‘‘~’f. ]
.- .- 2 =.' '*" ' 7' - i

- I 9 7. ' z , .

, I L‘/' ’_

Q

A_,,../
.- J‘ _ J’. .' " /'/, -2 -J

, <'7""’J (I"‘C<’ "/ 3'-if-""/L-»? ‘/-I» :2 [I :1-"1"/.5-‘V 2/? /s-*//I/L~—-.x’(.«.' £'"'7'7"7-*7 /«‘»~.:’—'L’.- p/-‘7"~—sr:—'7»T’

3’ I .' ‘ 'I - /,_—-I a_ ,, . '_.~w__‘_______'

‘ , 14.,/,I7'_ /--7M7,
Geconfronteerd met de vraag, hoe men een afscheidscollege houdt, meende ik

1 aanvankelijk dat een afscheidscollege een college is, zodat ik een zekere
afgebakende stof duidelijk en uitvoerig zou dienen te behandelen. Deze opva

~E; ting stuitte niet alleen op hevig verzet bij sommigenotentiele toehoorders

f§i° f>\ die meenden dat een zodanig college noodzakelijk zowel vervelend als onbegr:
Lg; pelijk zou moeten zijn - ik.hoop dat degenen die bij mij colleges gevolgd

:::: hebben daar anders over denken —, zij was ook ompraktische redenen onuit
voerbaar. Een wiskmndige kan nu eenmaal niet ernstig spreken als hij geen
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schrijfmateriaal bij de hand heeft. Toenviel mij een uitspraak in van D.J.
Korteweg, bij wie ik het voorrecht had, nog enkele jaren college te lopen

.(Hij trad omstreeks 1918 af), namelijk dat een oratie een wetenschappelijke

§. geloofsbelijdenis behoort te zijn. Zijn eigen oratie uit 1881voerde als
SQT: titel "De wiskunde als hulpwetenschap". Hij is aan dit programme trouw geble
fie ven. Een belangrijk deel Van het wisxundige werk voor de thermodynamica, die

toen in opkomst was en speciaal in Amsterdam door Van der Waals en later doc

Kohnstammwerd beoefend, is door Korteweg verricht. Zeer~veelewer$+bee£t.hig

gedaanixoc2_de;uitgaxe;van—de_werken~¥an—GhristiaanwHuygens; Laat men nu nie
denken dat hij een bekrompengeest had zonder inzicht in het belang van ab
stracte wiskunde; het tegendeel blijkt uit het feit, dat hij de promoter was
van L.E.J.Brouwer op zijn proefschrift "Over de grondslagen der wiskunde".
Overigens getuigde zijn pleidooi voor het belang van de dienende taak der

[iv tiskunde wel van een vooruitziende blik. Het is algemeenbekend, dat statisv
‘. 1 "" "'
K/' tische methoden een onmisbaar instrument geworden zijn voor steeds uitgebrei

delen der wetenschap, bijvoorbeeld zowel voor de medicijnen als voor de soci
logie. Ook in de economie en in de taalkunde worden steeds meer wiskundige
methoden toegepast, ook al verzetten sommigebeoefenaren vooral van de taal
kunde zich nog xegen hiertegen, omdat naar hun mening bij de wiskundige be—

handeling essentiele elementen van de taal verwaarloosd worden. Menkan dit
beamenen toch de toepassing van wiskundiée methoden bepleiten. Overal wear
wiskunde toegepast wordt, treedt een zekere mate van abstraotie op, waardoor

eneraijds problemen kunnen worcen aangepakt die in nun concrete vorm te inge
wikkeld zijn, anderzijds voortdurende controle of de resultaten nog wel met

* de werkelijkheid corresponderen, noodzakelijk blijft. In principe ligt dit
in de zogenaamdegeesteswetenschappen.niet anders dam in de natuurwetenschap
pen. Het verschil is hoogstens gradueel in die zin dat de graad van betrcuw
baarheid van langs wifikundigeweg verkregen resultaten er geringer is.
Laat ik ale voorbeeld van de uitbreiding van de dienende taak der Hiskunde
het gebruik den computers op velerlei terrein niet vergete n.



Is dus enerzijds de dienende teak van de wiskunde steeds belangrijker gewor~
den, enderzijds hebben de wiskundigen steeds dieper gegraven in de riohting
van de abstractie. Zij zijn hierin zo ver gegaan, dat het ten slotte moeilijk
te zien was waarover zij eigenlijk spraken en of zij eigenlijk wel ergens
over spraken. Men hoort wel eens beweren, dat de wiskunde juist door deze
abstraotie zioh ismleert, det de wiskundigen een groep mensen zijn, die alleeJ

voor elkander begrijpelijk zijn en verder buiten de samenleving staan. Ik gel<
dat dit onjuist is. De drang near grotere abstraotie, het stmevennear dieper.
fundering is in onze tijd niet alleen aan de wiskunde eigen, maar is een ken
merkvan alle filosofische riohtingen van onze tigd, zowel van de positivis
tisohe als van de existentialistisohe. Wiskundigenzijn zich meer voor filosoz
gaan interesseren dam in de vorige eeuw het geval was. Omdat wiskunde-aan de
ene kant steeds neuwer bij de materiele welvaart betrokken wordt, endergijds
tot filosofische problemen aanleiding geeft, is ze near mijn meningeen van
de belangrijkste bindende elementen van onzdkultuur. Het feit dat de teohniek
der wiskunde voor de grote meerderheid een gesloten boek blijft, betekent nie'
dat de wisknnde als geheel geisoleerd zou staan. Vele autorijders hebben’geen_
flauw idee van de werking van hun motor, maar desendenks staat de teohniek

niet geisoleerd in onze maatsohappij.
Ik heb de vraag, wet een afsoheidsoollege meet zijn, niet beantwoord en

ik zal dat ook niet doen. Ik komniet verder den een antwoord op de vraag,

‘wet het niet ken zijn. Hieraan zal het vervolg van mijn betoog grotendeels
gewijd zijn. Als een oratie een wetenschappelijke geloofsbelijdenis moet zijn
dient den een afscheid het tegengestelde in te houden, een soort biecht, wear
in mennagaat, in hoeverre men zich aan het gestelde doel heeft gehouden? Ik
voel niet de minste behoefte aan een zelfreohtvaardiging, nog minder aan een

zelfbeschuldiging. Anderen, mijn leerlingen, de latere ontwikkeling van de

wetenscnap zullen beoordelen in hoeverre mijn werk waardevol is geweest.
Een testament den, een programmevoor de voortzetting van mijn werk zoals ik
mij die voorstel? Ik mag, vind ik, mijn leerlingen en opvolgers niet traohten
te binden, en zij zouden zich met reoht van een dergelijk_testament niets
aantrekken. '
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Trouwens, de ontwikkeling van de wetenschapolaat zioh niet voorspellen.
Zij gedraagt zich als een°organisme, dat zijn toekomstige toestand wel in de
kiem met zioh meedraagt, maar niet zodanig dat de toekomst daaruit voor ons
te voorspcllen zou zijn. Uit het zaad is de plant die eruit zal groeien allee
te Voorspeilen voor deggen.die de plant al eens heeft gezien. Near de biologe
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beweren, zijn onze oren ontstaan uit de kieuwen van een vis, maar die Vis ka:
niet weten, dat zijn ademhalingsorganen eens zullen dienedom geluid waarneex
bear te maken. Omeen voorbeeld uit ander gebiea te noemen, fie kapitelss van
Je sohenen, die negers uit Afrika naar Amerika vervoerden, beseften niet wek]

problemen die negerbevolking later zou oproeoen. Welnu, de wetenschap ontwik
kelt zich op even onvoornelbare wijze als een levend wezen of een maatsohapp<
lijke struktuur. Haar voortgang heeft daardoor soms het karakter Van een spa)

nende film. Ik wil enkele voorbeelden geven van dergelijkegspannende moments:
uit de wiskunde, vooral uit die van de laatste tijd. Een bekend voorbeeld is
de ontwikkeling van de niet-euolidisohe meetkunde. Eeuwenlang heefg mengetrz
het zogenaamdeparallelenpostulaat, dat zegt:"Door een punt buiten een lijn
gaat een en slechts een lijn h evenwijdig miet die lijn", uit de overige
axioma‘s te bewijzen. In de negentiende eeuw kwamenverschillende wiskundigez
waaronde Gauss, Lobatsjefski en 3ii~£aiiE3~Bkgar-Bolyai tot de overtuiging
dat dit niet kon, met andere woorden, dat men de ontkenning van hot parallels
axioma kan aannemen zonder tot een tegenspraak te komen. Lobatsjefski was hei

diohtste bij een bewijs hiervan; volledig overtuigend werd het gegeven door
Felix Klein. Het merkwaardige is, dat de wiskundigen, die trachtten, het pars
lelenpostulaat te bewijzen, meestal zo te werk gingen, dat zij traohtten uit
de ontkenning er van een tegenspraak af te leiden. Het effect van hun werk
was preoies het tegendeel van netgeen zij nastreefden; toen eenmaal de moge—

lijkheid van de niet-euolidisohe meetkunde was gebleken, bleken hun beschou
Owingeneen belangrijk stuk van die nieuwe meetkunde te bevatten. Wel verre vs

de onmogélijkheid van niet—euklidische meetkunde te bewijzen, hadden_zij die
voor een belangrijk deel ontwikkeld.

Een dergelijk lot was de analytische meetkunde beschoren. Hoewel reeds C
Grieken incidenteel ooordinaten hadden gebruikt, hebben Fermat en Descartes

ze systematisch als hulpmiddel in de meetkunde ingevoerd. Op den duur heeft
de algebra, in plaats van als fiienares van de meetkunde op te treden, de hele
meetkundeopgeslokt. De eerstejaars student in de wiskunde krijgt dadelijk
de zuiver algebraisohe theorie van de vektorruimten voorgesohoteld, waarblj
de toepalling op de driedimensionale euklidische ruimte de rol van een vraaga
stukje speelt. Zelfs de toegepast wiskundigen trachten hun.ruimteliQke Beschm
wingen zo snel mogelijk in abstrakte vorm te giefm, omVan de algemene theorj
te kunnenprofiteren.
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Verdere Voorbeelden ontleen ik aan de grondslagen der uiskunde.

Tussen ongeveer 1880 en 1900 heeft de wiskunde een gedaanteverwisseling
doorgemaakt. Voor die tijd was ze de wetonschap van getal en maat. Nu
kan men ze missohien het beste karakteriseren als de wetensohap van de

abstracts entiteiten, hoewel een dergelijke definitie van een wetensohap,
weike ook, altijd onvolkomenblijft. Tot de belangrijkste geléerden, die
deze ommezwaaiinleidden, behoorden Georg Cantor en Gottlob Frege. Cantor

is bekend als de sohepper van de verzamelingsleer. Frags stelde zinh ten
doel, de wiskunde op de logica als op een onwrikbaar fundament te grond-'
vesten. Voortbouwendop het nionierswerk van Boole en andere logioi,‘
stelde hij een zuiver formeel systeem voor de logioa op, d.w.z. hij
voerde symbolen in voor alle fundamentele begrippen uit de logica en
gaf nauwkeurige regels voor het werken met de symbolen. Daarna bracht
hij op geniale wijze de gehele rekenkunde tot die formele logioa terug.
Hoe dat in zijn werk gaat, wil ik aan het allereenvoudigste voorbeeld,
het getal 1, toelichten. Laat ik een logisch predicaatpunair noemen,als
het de volgende twee eigenschappen heeft: 1. Er is iets dat aan P voldoet

.2. Als A en B aan P voldoen, dan is A = B. Het getal 1 wordt nu gedefini

eerd als de omvangvan het begrip "unair predicaat". bij deze definitie
zijn inderdaad alleen logisohe_negrippen gebruikt. Wig zien ook het nauwe
verband tussen logica en verzamelingsleer. De omvangVan een begrip is
niets anders dan een verzameling. Het feit dat Frege het woord "Menge"

niet gebruikt, wijst er reeds op, dat hij het werkvan Cantor slecht kend
Was er meer contact tussen de beide geleerden geweest, dan zou Frege niet

zo gesohokt zijn door de paradox van Russell. Cantor wist, dat zijn ver
zamelingsleer tot tegenspraak leidde, maarhij vatte dit feit niet tra
gisoh op. In een brief aan Dedekind spreekt hij van inconsistente of
"absolut unendliche" verzamelingen, die tot tegenstrijdigheden voeren;
hij bedoelt blijkbaar dat dergelijke verzameliggen voor ons niet toegan—
kelijk zijn en daaromuitgesloten moeten worden..Dezegedaohte is later.
door VonNeumanntot een axiomatisch systeem van de verzamelingsleer uit

gewerkt. In 1903, toen het tweede deel van Frege‘s hoofdwerk de "Brundge—
Setze der Arithmetik" juist ter perse was, publiceerde Russell zijn beroe
de paradox. Men kan die paradox als valgt formuleren. Een predicaat kan o

zichzelf van toepassing zijnfiig%jv..het predicaat "abstract" is abstract.
Beschouwnu het predioaat 96p*Eiohze1f van toepassing". Is dit op zichn
zelf van toepassing, dan is het up niet opziohzelf van toepassing, maar



is het niet op ziohzelf van toepassing, dam is het wel op zichzelf van
toepassing. Zo ontstaat een tegenspraak. Deze paradox trof Frege als een
slag,.die zijn levenswerk in gevaar braoht.' ‘

Blijkbaar ligt de oorzaak van dergelijke paradoxen, zoals Canto:
reeds inzag, in het toelaten van te algemene predioaten of van te omvang
rijke verzamelingen, maar de Vraag hoe deze buiten te sluiten en hoever
men daarmee moet gaan, was geenszins gemakkelijk te beantwoorden. Er zij
axiomatisohe systemen voor de verzamelingsleer opgesteld, waarin de para

!

doxen niet optraden. Er zijn ook formele systemen voorflde logioa opgeste
waarin de te algemene predioaten automatisoh worden vermeden. Maar 51 de

systemen hebben iets willekeurigs. In ieder geval heeft het werk.van Fre
geleid tot het iegengestelde van hetgeen hij zich ten doel stelde. In
-pleats van een fundering van de wiskunde op de onwrikbare logioa ontstcn
een onderzoek naar de fundering van de logioa en een fundamentele herzie

ning van haar prinoipes. Op grond van de nieuwe logica heeft Russell het
programmavan Frege uitgevoerd, de wiskundige begrippen tot lugisohe te
herleiden. Zijn methods komt in grote trekken met die van Frege overeen.
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willekeurigs. Omde opgelegee'beperEingen te motiveren, meet menopde iilosfie
van de wiskuhdemstednen. Wel Verre ven'Een~:ctrouwbere basis voor de wiskunde
te leveren, werd de logike zomyenhwiskuhdigebesohouwingen efhenkelijk.
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.Deformele systemen voor lbgike en verzemelingsleerg die zo ontstonden,
hedden wel het voordeel, det de bekende peredoxen er niet in efgeleid konden

worden, maer wie gerendeert, det er geen endere tegenstrijdigheden uit volgder
Sommigesystemen, die voorgesteld werden, bleken inderdeed leter tot een tegez
spreek te leiden. Vendeer det Hilbert de vreeg near de oonsrstentie (niet
tegenstrijdigheid) van een formeel systeem centreel stelde. Zijn progremme
kwemop het Volgende neer. Vang de gehele wiskunde, de logike inbegrepen, in

een formeel systeem. Toon een, met methoden die zo elementeir zijn det geen
mens een hun juistheid ken twijfelen, det in det formele systeem geen’tegen
strijdigbeid ken optreden. Neest de wiskunde, die zuiver formeel is, en in
prinoipe niet geinterpreteerd behoeft te worden, treedt zo een metemethefiice,
weerin elleen zeer elementeire redeneermethoden gebruikt worden. In het bijzor

wordt het besteen ven een.getel met zekere eigenscheppen elleen els beweeen
besohouwd, els men det getel werkelijk ken eengeven. Dit is.een gedechte, die.
ook door Brouwerels een der belengrijkste grondslegen van het intuitionisme
is besohouwd. Het is weerschlijnlijk, det Hilbert bij het vormenpven Zijfl

idee van de bewijstheorie door Brouwer is beinvloed; sommigeuitingen ven
Biouwerwijzen hierop, meer met zekerheid velt het uit de litteretuur niet

-te bewijzen.
Het consistentiebewijs voor de rekenkunde viel tegen: het bleek veel moej

lijker den verweoht'wes. Tocn wekte het sensetie, det Gbdel bewees, det het

bewijs niet te geven weémet de middelen ven de rekenkunde zelf. Er is meer
voor nodig. Op het eerste gezicht verviel hierdoor het hele programmevan
Hilbert. Wetvoor zin heeft het, de consistentie van een theorie te bewijzen
met behulp van een uitgebreidere theorie? Tooh is zo‘n bewijs geleverd door
Gentzen. Hij gebruikte inderdeed bewijsmiddelen, die buiten de gewonereken
kunde vellen, in het bijzonder deen beginsegement van de rij der ordineelge—
tellen. Deze theorie iselementeir genoeg omhier gebruikt te worden. Aen de
endere kent gebruikte Gentzen niet de minder elementeire gedeelten van de
rekenkunde, o.e. gebruikt hig niet onbeperkt het beginsel ven het uitgesloten
derde. Deze gesohiedenis mende bewijstheorie is een der treffendste voorbeel
den van de onvoorspelbeerheid van de toekomst van een theorie en van het feit
det_een theorie zich dikwijls ontwikkelt in een riohting tegengesteld een



die welke de ontwerpers Van de theorie zioh hadden voorgesteld.
Een ander voorbeeld ontlecn ik aan de modeltheorie. Een model voor een

theorie is, populair uitgedrukt, een interpretatie van die theorie met behulp
van de verzamelingsleer. Zolang de theorie niet te veel logika gebruikt,
preoies gezegd, zolang ze met behulp ven de elementaiee logika beschreven kan
Worden, heeft een theorie een model dan en shechts dan als zij consistent is.
Dit geldt niet meer als logika van hogere orde wordt toegepast. Dan zijn er

oonsistente theorieen zonder model. Het bleek evenwel, dat ook hier de volledi
heidsstelling geldt, wanneer men het begrip model ruimer neemt en behalve de
gewone ook zogenaamde non—standaard modellen toelaat. Sommigeoons$stente.theo

rieen hebben alleen nonfstandaard modellen, andere, en daaronder valt de reken
kunde, hebben zowel standaard— als non—standaard modelllen. Een non—standaard
model voor de rekenkunde was al door Skolem aangegeven. Het werd als iets on

aangenaams gevoeld. Men wilde zo graag een stelsel axioma's voor de rekenkunde
hebben waaraan alleen de gewone rekenkunde voldoet en niets anders. Verrassend
was het daarom, dat Robinson juist die non~standaard modellen gebruikte, om
de oneindig kleine grootheden weer in de wiskunde in te voeren, en nu op een2
volkomen strenge wijze. Hij kon daardoor sommigebewijzen vereenvoudigen en
op vefsohillende theorieen nieuw lioht werpen.

Ookde axiomatiek van de verzamelingsleer heeft haar onverwaohte resul

taten. Het zogenaamdekeuze-axioma speelde daar een rol, die enigszins te
vergelijken was met die van het pafallelenaxioma in de meetkunde. Sommigen

'beschouwdenhet als evident, anderen als zeeretwijfelachtig. Nu is door Gfldel

bewezen, dat men het keuze-axioma zonder vrees voor tegenstrijdigheid mag
gebruiken; nauwkeuriger gezegd: Als de axioma's van de verzamelingsleer zonder
keuze—axiomaconsistent zijn, dan blijven ze consistent na toevoeging van het
keuze-axioma. ManLater bewees Cohen, det hetzelfde geldt voor de ontkenning
van het keuze~axioma. Men is due vrij, het keuze—axiomaaan te nemen of te

ontkennen, evenals men in de meetkunde het parallelenaxioma kan aannemenof

ontkennen. Analoog met de euklidischfi en de niet~euklidisohe kan men zo een
“Z74 L h..._(' ‘K.’ 7c" ..... "L/t--c ’ 9' 7? M$G£¥&&fiS€en een niet—oante$iaanse verzamelingsleer opbouwen.

het keuze—axiomagedraagt zich de zogenaamde continuum-hypothese, waarop ik

Analoog met

nu niet verder inga.
Tech is er van filosofisch standpunt uit gezien wel verschil tussen het

geval van de meetkunde en dat van de verzamelingsleer..Men kan zowel de eukli—

dische als de niet~euklidisohe meetkunde opbouwenasls zuiver wiskundige theor:
en zich vervolgens afvragen wélke van beide het best de ervaringsruimrebeschri;
Voor de verzamelingsleer ligt dit anders. De onder wiskundigen meest gebruike



lijke opvatting is die van het beggpsrealisme. Zij stellen zich een aotueel
bestaande wereld van verzamelingen voor. Menzou zo zeggen, dat in die wereld
het keuze—axiomawaar is of onwaar, dat wil zeggen slechts.een van de iwee

::'.¢'-»--21,”: /: -2»: /-~' _ -2; 91.4 -/L--av2"-2'1. ' ' “
verzamelingsleren, de canioriaanse of de niet~canioriaanse, is juist en de
andere is fout. Menkan aan dit dilemma ontkomendoor beide theorieen zuiver

formeel op te bouwen en in het midden te laten welke voor de echte verzamelin

wereld geldt, maar dan komt die wereld helemaal buiten de wiskunde te'l&ggen
is ze voor de wiskunde volkomen irrelevant.

Het intuitionisme is ontstaan als reaofiie tegen het beéripsrealisme en h
formalisms. Brouwerdefinieerde wiskunde als die denkvorm, waarbij in abstrac

eenheden gedaoht wordt en dc aard van die eenheden bfuiten besohouwing.b1ijft
Volgens Brouwer is de taal sleohss een begeleidend verschijnsel van de wiskun
Hij besohouwdedaarom formalisering als voor de wiskunde onvruohtbaar. Toch
blijkt het voor het wederzijdse begrip van intuitionistische wiskundigen“on~
misbaar, sommigeonderdelen te formaliseren. Zo laat het begrip W£éu;én;é§¥~
versohillende interpretaties toe en omaan te geven welke menbedoolt, is het
nodig.zekere eigenschappen Van het begrip nader te preoiseren, Watneerkomt
op een formalisering van de theorie der'kéa§enrijen. Wij zien weer, hoe de
ontwikkeling gaat in een riohting, tegengesteld aan diegene die Brouwerzich
voorstelde,ihoewel Brouwers~grondgedachtendaarbij onaangetast blijven.

Hoe het-intuitionisme zich verder zal ontwikkelen, kan ik dus niet voor

spellen. Het geeft mij veel volaoening, dat er intensief aan gewerkt wordt
‘zowel door verscheidene van mijn.leerlingen als door anderen. Ik hoop dat uit
dit onderzoek resultaten te voorschijn-zullen komen,die zowel voor de intui
tionistisohe wiskunde-zeif als voor een uitgebreiden gebied van wetenschap
waardevol zullen zijn,

.


