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 LA CONCEPTION INTUITIONNISTE
 DE LA LOGIQUE

 . La logique de l'?tre
 On ?tudie souvent la logique comme une science purement for

 melle, o? il ne s'agit pas du sens des notions logiques, mais seulement
 de leurs propri?t?s formelles. Alors on ne se demande pas ce que
 veut dire qu'une proposition soit vraie ou fausse, mais on s'occupe
 seulement des conditions formelles sous lesquelles on peut d?duire
 une proposition ? partir d'autres propositions. Cependant, d?s qu'on
 veut appliquer la logique, on doit bien se poser la question de la signi
 fication du mot ? vrai ? et des autres termes logiques, et on est alors
 conduit ? des ?nonc?s comme le suivant : ? Une proposition est vraie
 si l'?tat de choses qu'elle exprime existe dans le monde r?el ?. La d?fi
 nition varie selon le point de vue du philosophe, mais elle pr?suppose
 toujours une conception du r?el ; cela revient ? dire que la logique a
 besoin, pour son interpr?tation, d'une ontologie.

 Les difficult?s auxquelles se heurte l'interpr?tation de l'implication
 sont bien connues. A vrai dire, dans la logique des propositions il n'y
 a pas de place pour une implication proprement dite, car chaque pro
 position est ou vraie ou fausse, et on ne con?oit pas comment sa v?rit?
 pourrait d?pendre de celle d'autres propositions. Ainsi on est conduit
 ? la d?finition de l'implication par le vrai et le faux : la proposition
 p -> q est fausse si, et seulement si p est vrai et q est faux. D'une part,
 cette d?finition s'ajuste mal avec l'id?e intuitive de l'implication,
 d'autre part, elle d?pend, pour son application, de la notion du vrai.

 La logique des propositions, sous sa forme traditionnelle, n'est
 donc ind?pendante que lorsqu'on la traite comme un calcul purement
 formel. D?s qu'on essaie de l'interpr?ter, on doit avoir recours ? une

 m?taphysique.

 2. La logique des modalit?s

 Plusieurs logiciens, peu satisfaits de l'interpr?tation de l'impli
 cation dont je viens de parler, ont essay? d'en donner une qui s'accorde
 mieux avec l'intuition. Notamment C. I. Lewis a propos? de consid?rer,
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 ? c?t? de l'implication mat?rielle, une implication stricte, dont la d?fi
 nition se base sur la notion de n?cessit?. p implique q au sens strict,
 s'il est impossible que p soit vrai et q. soit faux. Pour Lewis, la possi
 bilit? est une notion primitive, et la n?cessit? s'y ram?ne au moyen de
 la n?gation. Toutefois, pour appliquer la logique, il nous faut savoir
 ce que les mots ? n?cessaire ? et ? possible ? veulent dire. On peut
 d?finir qu'une proposition est possible si elle n'est pas contradictoire,
 mais pour que cette d?finition ait un sens clair, il faut prendre le mot
 ? contradictoire ? dans son sens logique, et on ram?ne ainsi la logique
 stricte ? la logique usuelle. Ce n'est pas le but de Lewis. En tant qu'on
 peut conclure de ses exemples, il prend les mots ? non-contradictoire ?
 dans un sens assez vague qui s'explique par leur usage dans le langage
 de tous les jours. En analysant un peu cette notion, on voit qu'elle est
 tr?s compliqu?e et qu'elle donne lieu ? des probl?mes difficiles.

 Voici une autre d?finition de l'implication stricte, sugg?r?e par les
 consid?rations de Lewis, p implique q au sens strict, si q exprime un
 effet de la cause exprim?e par p. Par exemple : S'il fait noir dans la
 chambre, je ne peux pas y lire. Cette d?finition est tr?s proche de
 l'intuition, mais elle a l'inconv?nient de supposer comme donn?e
 une th?orie de la causalit?, et celle-ci, plus encore que celle de l'exis
 tence, est un vrai champ de bataille dans la philosophie. Il semble
 donc que la th?orie de l'implication stricte, au lieu de clarifier le sens
 de la logique des propositions, la fait d?pendre de notions beaucoup
 plus compliqu?es et plus obscures.

 3. LA LOGIQUE SYMBOLIQUE

 Sommes-nous donc r?duits, pour traiter la logique d'une mani?re
 exacte, ? la consid?rer comme un calcul formel et ? renoncer ? toute
 interpr?tation de ce calcul ? La logique symbolique (synonymes :
 logique math?matique, logique formalis?e) est aujourd'hui le sujet
 d'?tudes ?tendues. Elle s'est constitu?e en une science math?matique,
 et ses m?thodes sont model?es d'apr?s les m?thodes math?matiques.
 Or, celles-ci ont beaucoup ?volu? depuis le milieu du xixe si?cle. Les
 math?matiques se sont peu ? peu ?mancip?es de leur interpr?tation dans
 la r?alit? ; aujourd'hui la plupart des math?maticiens consid?rent leur
 science comme ?tant purement formelle. En France le groupe de math?

 maticiens qui se pr?sentent au public sous le nom collectif de Bourbaki,
 publient un trait? o? les math?matiques sont d?velopp?es de cette
 mani?re. De leur point de vue, les math?matiques consistent en signes
 qu'on ?crit sur le papier ; tout ce qu'il y a de plus, toutes les id?es qu'on
 lie ? ces signes, ne regardent pas le math?maticien comme tel, mais

 15
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 228  les ?tudes philosophiques

 seulement le physicien ou le technicien qui applique les math?matiques.
 La logique a suivi de pr?s r?volution qui a conduit ? cette concep

 tion des math?matiques. Elle aussi s'est constitu?e en une science
 purement formelle, o? l'on peut op?rer avec les signes sans s'occuper
 de leur sens. Tout comme les math?matiques, la logique a gagn? en
 clart? et en pr?cision par la s?paration entre le syst?me formel et son
 interpr?tation. On peut m?me dire qu'en logique cette s?paration
 a mieux r?ussi,qu'en math?matiques, ? cause de la structure plus simple
 de la logique. Tout de m?me, la question de l'application est plus
 pressante pour la logique. On con?oit facilement que les math?matiques
 s'appliquent aux sciences de la nature, o? les exp?riences conduisent ?
 des r?sultats num?riques ; j'ai d?j? soulign? que pour expliquer l'appli
 cation de la logique il faut d'abord analyser les notions du vrai et du
 faux. La logique formalis?e a beaucoup contribu? ? syst?matiser les lois
 de la logique, mais elle est inapte ? en clarifier l'application. En outre,
 la logique formelle bivalente s'?loigne fort de l'intuition des notions
 logiques* comme, par exemple, celle de l'implication.

 4. La logique du savoir
 Pour arriver ? une logique qui soit ? la fois mieux adapt?e ? nos

 intuitions et plus facile ? appliquer, je choisis comme point de d?part
 le fait que pour appliquer une r?gle logique nous devons savoir que les
 pr?misses sont vraies ; alors la r?gle nous apprend que la conclusion
 est ?galement vraie. On n?glige presque toujours le fait que dans les
 applications de la logique il s'agit toujours de ce que nous savons et
 des conclusions que nous pouvons tirer de ce que nous savons.

 On fera sans doute l'objection qu'en adoptant ce point de vue je
 base la logique sur la th?orie de la connaissance, dans laquelle il n'y a
 gu?re plus d'accord entre les opinions qu'en m?taphysique. Je r?ponds
 qu'il faut choisir quelque point de d?part ; ce qui importe c'est que les
 notions de base soient aussi imm?diates que possible. Or, du moins
 pour l'homme, le savoir est plus imm?diat que l'?tre, qui ne se mani
 feste pour lui que par une analyse du savoir.

 Une autre objection serait que rien n'est gagn? en mettant la
 logique en relation avec le savoir au lieu de la baser sur la notion du
 vrai, car mie proposition n'a un sens bien d?fini que lorsqu'on peut
 savoir si elle est vraie. De cette mani?re, par un d?tour, la notion de
 proposition est de nouveau bas?e sur celle de v?rit?. N?anmoins, en
 concordance avec le fait que le savoir est une notion plus imm?diate
 que l'?tre, il est plus facile de pr?ciser les conditions sous lesquelles
 on sait qu'une proposition donn?e est vraie que de dire exactement sous
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 quelles conditions elle est vraie. Plus explicitement, dans beaucoup
 de cas, pour d?finir la v?rit? d'une proposition, on n'a d'autre moyen
 que d'?num?rer les conditions sous lesquelles on la sait vraie. Consi
 d?rons quelques exemples. Tout le monde sait quelles informations
 il faut prendre pour savoir si la proposition : ? Le plus vieil habitant
 de Paris a 101 ans ? est vraie ; c'est pr?cis?ment par ce paquet d'infor
 mations que se d?finit le sens de la proposition. La question est un peu
 plus difficile pour un ?nonc? comme : ? Tous les hommes so?t mortels. ?
 On peut soutenir que cette proposition est analytique, la propri?t?
 d'?tre mortel faisant partie de la d?finition de l'homme ; on peut aussi
 la consid?rer comme un ?nonc? v?rifi? par l'exp?rience. Dans les deux
 cas on indique les conditions sous lesquelles on sait que la proposition
 est vraie. Pour : ? Tous les Fran?ais sont des hommes ? c'est le premier
 cas qui se pr?sente : sans doute il fait partie de la d?finition d'un
 Fran?ais qu'il est un homme. Consid?rons maintenant le syllogisme :
 ? Tous les hommes sont mortels. Tous les Fran?ais sont des hommes.
 Donc : Tous les Fran?ais sont mortels. ? Il est clair que, si je sais que
 les deux pr?misses sont vraies, je sais que la conclusion est vraie, et
 c'est en ce sens que les pr?misses impliquent la conclusion. Un rai
 sonnement analogue s'impose pour le modus ponens, par exemple :
 ? Si j'ai un mal de t?te, je ne peux pas travailler. J'ai un mal de t?te.
 Donc : Je ne peux pas travailler. ? Je sais par l'exp?rience que la pre
 mi?re pr?misse est vraie ; j'?prouve directement la v?rit? de la seconde.
 Je sais donc que la conclusion est vraie.

 Dans ces exemples la diff?rence entre la logique de l'?tre et celle
 du savoir est encore peu importante ; les deux logiques sont pour ainsi
 dire parall?les. Mais du moment que l'infini joue un r?le, la diff?rence
 devient plus claire. Si'une suite finie de nombres entiers m'est donn?e,
 je peux savoir par simple inspection si le nombre 5 s'y trouve ou non ;
 ici encore le savoir se trouve juste ? c?t? de l'?tre. Mais si la suite
 donn?e est infinie, tout est diff?rent, parce que je n'ai plus moyen de
 parcourir toute la suite. Nous allons ?tudier de plus pr?s les difficult?s
 caus?es par cette circonstance.

 5. L'infini math?matique

 En math?matiques l'infini se pr?sente en premier lieu sous la
 forme de la suite des nombres naturels : 1, 2, 3,... Je dirai simplement
 ? nombre ? au lieu de ? nombre naturel ?. Ce qui nous int?resse c'est
 la signification d'un ?nonc? sur l'existence d'un nombre. Cette notion
 est difficile puisqu'il ne s'agit pas d'une existence mat?rielle. Il est
 impossible de relever ici toutes les discussions sur ce concept ; je veux

 ?TUDES PHILOSOPH. 15
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 seulement faire ressortir que les difficult?s de la notion d'existence
 math?matique suffisent pour expliquer le fait que la logique du savoir
 soit n?e comme logique du savoir de l'infini math?matique. Je viens
 d'en nommer une autre raison, ? savoir qu'il est en g?n?ral impossible
 de constater cette existence par simple inspection.

 Pour ?tre plus concret, je prends un exemple. Comme on sait,
 un nombre qui n'a d'autres diviseurs que et soi-m?me, s'appelle
 nombre premier. (Par exemple, 7 est premier, car il n'a comme divi
 seurs que et 7 ; 6 n'est pas premier, car, outre 1 et 6, il a les diviseurs 2
 et 3). Consid?rons l'?nonc? (A) : Tout nombre plus grand que 1 est
 ou premier, ou la somme de deux nombres premiers, ou la somme de
 trois nombres premiers.

 On ne sait pas si (A) est vrai. Pour tous les nombres qu'on a essay?s,
 (A) s'est trouv? satisfait. (Par exemple, 27 = 3 +11 + 13 ; 28 = 11 + 17 ;
 29 est premier; d'autres d?compositions sont possibles, comme
 28 = 5 + 23, 29 = 5 + il + 13). Appelons ? nombre exceptionnel ?
 un nombre qui ne satisfasse pas ? (A), donc un nombre qui ne soit ni 1,
 ni premier, ni la somme de deux ou de trois nombres premiers. Comme
 je viens de dire, on n'a jamais trouv? de nombre exceptionnel, ce qui
 n'exclut pas qu'il en existe parmi les nombres qu'on n'a pas encore
 essay?s. ?videmment (A) est ?quivalent ? (A') :

 (A') Il n'existe pas de nombre exceptionnel.
 ?tudions, en outre, les ?nonc?s (B) et ( ') :
 ( ) Il existe un nombre exceptionnel.
 ( ') Il est impossible qu'il n'existe pas de nombre exceptionnel.

 Dans la logique de l'?tre, (B) et ( ') sont ?quivalents, car (B)
 est ou vrai ou faux, donc si (B) ne peut pas ?tre faux, (B) est vrai.

 Dans la logique du savoir, nous devons d'abord nous demander
 comment nous pouvons savoir qu'un nombre exceptionnel existe. La
 mani?re la plus simple est d'indiquer effectivement un tel nombre.
 Consid?rons donc les ?nonc?s (C) et (D) :

 (C) J'ai indiqu? effectivement un nombre exceptionnel.
 (D) J'ai ramen? ? une contradiction la supposition qu'aucun nombre

 exceptionnel n'existe.
 Dans la logique du savoir (C) et (D) ne sont pas du tout ?quivalents.

 Dans le cas de (C) nous savons beaucoup plus que dans celui de (D) ;
 en particulier, dans le cas de (C) nous connaissons la valeur exacte d'un
 nombre exceptionnel, qui dans le cas de (D) peut rester compl?tement
 inconnue. Il faudra donc distinguer entre les deux ?nonc?s ; il ne nous
 est plus permis de les exprimer tous les deux par la m?me phrase :
 ? Il existe un nombre exceptionnel. ? La question de savoir laquelle
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 des deux sera exprim?e par cette phrase, est une question de termi
 nologie qui ne touche pas au fond des choses. Cependant il y a des
 raisons pour consid?rer ? Il existe un nombre exceptionnel ? comme
 synonyme de (C). Il serait bizarre de d?finir par un ?nonc? n?gatif tel
 que (D), l'existence, qui, du point de vue de l'intuition, est la notion
 la plus positive de toutes. En outre, quoiqu'en math?matiques on
 puisse raisonner d'une mani?re abstraite sur un nombre dont on a prouv?
 l'impossibilit? de la non-existence, on ne peut utiliser dans les calculs
 que les nombres dont on conna?t la valeur. Nous adoptons donc ?
 titre de d?finition que (B) signifiera le m?me que (C). Plus g?n?ralement
 si P(x) est un pr?dicat qui est d?fini pour les nombres naturels, ? Il
 existe un nombre tel que T?(x) ? signifiera ? On sait calculer un
 nombre tel que P(#). ? On peut consid?rer cette d?finition comme un
 cas particulier du ? principe de positivit? ? qui s'?nonce comme suit :
 Chaque ?nonc? math?matique ou logique exprime le r?sultat d'une
 construction.

 6. La n?gation

 Une difficult? se pr?sente concernant l'interpr?tation de la n?ga
 tion. Si (B) veut dire la m?me chose que (C), on pourrait ?tre tent?
 d'interpr?ter ? Il n'existe pas de nombre exceptionnel ? comme voulant
 dire ? Je ne sais pas calculer de nombre exceptionnel. ? Mais cet ?nonc?
 p?che contre le principe de positivit?. En outre, il n'exprime pas un
 r?sultat d?finitif, car le fait que je ne sais pas (? ce moment) calculer
 de nombre exceptionnel, n'exclut pas que j'en trouve un la semaine
 prochaine. Pour donner ? l'?nonc? n?gatif un sens dans la logique du
 savoir, il faut indiquer la construction par laquelle nous concluons
 ? la non-existence d'un nombre exceptionnel. Cette construction ne
 peut ?tre que celle d'une contradiction. Nous sommes donc men?s ?
 l'interpr?tation suivante. ? Il n'existe pas de nombre exceptionnel ?
 signifie : ? On a d?duit une contradiction del? supposition qu'un nombre
 exceptionnel existe. ? En g?n?ral, la n?gation d'une proposition p sera
 interpr?t?e par ? On a d?duit une contradiction de la supposi
 tion que p ?. D?duire une contradiction est une construction ; cette
 d?finition de la n?gation satisfait donc au principe de positivit?.

 Comparons maintenant les ?nonc?s (B) et (E) :
 (B) Il existe un nombre exceptionnel.
 (E) Il n'existe pas de nombre exceptionnel.

 D'apr?s nos d?finitions ils ont respectivement la m?me signifi
 cation que (F) et (G) :

 (F) On sait calculer un nombre exceptionnel.
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 (G) On sait d?duire une contradiction ? partir de la supposition
 qu'on ait trouv? un nombre exceptionnel.

 Il n'y a aucune raison pour affirmer que (F) ou (G) doit ?tre vrai.
 En fait, en l'?tat actuel de la: science, ni (F) ni (G) n'est r?alis?. Cela
 veut dire que ni (B) ni (E) ne peut ?tre pos? comme vrai. Autrement dit,
 le principe du tiers exclu n'est pas valable. Ce r?sultat est moins ?ton
 nant qu'il parait ? premi?re vue, car fl s'appuie sur les interpr?tations
 (F) et (G) que nous avons donn?es des ?nonc?s (B) et (E), et qui dif
 f?rent essentiellement des interpr?tations usuelles dans la logique de
 l'?tre.

 Il sera utile de mettre en gard? contre quelques malentendus. Il
 serait erron? de dire que le principe du tiers exclu soit faux car cela
 signifierait qu'il impliquerait contradiction. Or il n'est pas contradic
 toire que (B) ou (E) soit vr?i ; nous avons seulement constat? qu'en
 l'?tat actuel de la science il n'y a aucune raison pour affirmer l'un ou
 l'autre. Cette constatation ne constitue pas un th?or?me de la logique,
 tout comme la constatation qtt'un certain probl?me math?matique
 n'est pas r?solu, ne constitue pas un th?or?me math?matique. Il serait
 ?galement erron? de croire que la logique du savoir soit une logique
 plurivalente, o? ? c?t? des propositions vraies et des propositions
 fausses on consid?re des propositions ni vraies ni fausses, qui ont
 quelque troisi?me valeur logique. Il y a seulement des propositions,
 comme celle du tiers exclu, dont nous ne savons pas si elles sont
 vraies ou fausses et sur la v?rit? desquelles nous ne pouvons par
 cons?quent rien affirmer. Ce qui donne lieu ? ce malentendu, c'est
 qu'on confond les consid?rations sur la logique avec les th?or?mes
 de la logique. Que le principe du tiers exclu ne s'applique pas, c'est
 une constatation sur la logique, non pas un th?or?me de la logique.

 7. L'implication
 Nous verrons que l'implication trouve dans la logique du savoir

 une interpr?tation tr?s intuitive et tr?s naturelle.
 Prenons comme exemple l'?nonc? (H) :
 (H) Si au moins un nombre exceptionnel existe, alors le plus petit

 nombre exceptionnel est pair.
 Voici une d?monstration de (H). Soit a un nombre exceptionnel

 impair. Alors 0-3 n'est ni 1, ni premia:, ni la somme de deux nombres
 premiers. Si 0-3 ?tait la somme de trois nombres premiers, l'un d'eux
 serait 2, donc on aurait a-3 =2 + + 9, avec p et q premiers. On aurait
 donc a = 5 -f + ?> ce qui contredirait l'hypoth?se que a est excep
 tionnel. J'ai d?montr? que ?-3 est un nombre pair exceptionnel.
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 Comme ? tout nombre impair exceptionnel a il correspond un nombre
 pair exceptionnel a-3 qui est plus petit, le plus petit nombre excep
 tionnel doit ?tre pair.

 En analysant cette d?monstration nous voyons qu'elle consiste en
 une construction qui, partant de l'hypoth?se que nous connaissions un
 nombre exceptionnel a (ou, ce qui revient au m?me, que nous ayons
 d?montr? qu'un nombre exceptionnel existe), m?ne ? une d?monstra
 tion de la proposition ? Le plus petit nombre exceptionnel est pair ?.
 En g?n?ral on d?montrera la proposition ? A entra?ne ? par une
 construction qui d?montre sous l'hypoth?se qu'une d?monstration
 de A soit donn?e. L'interpr?tation de ? A entra?ne ? dans la logique
 du savoir est pr?cis?ment celle-ci, qu'une telle construction est connue.
 Les difficult?s auxquelles se heurtait la d?finition de l'implication dans
 la logique de l'?tre, trouvent ici leur solution imm?diate. Tandis qu'il
 est difficile de comprendre comment la v?rit? d'une proposition peut
 d?pendre de la v?rit? d'une autre proposition, il est tout naturel que la
 d?monstration d'une proposition d?pende de la d?monstration d'une
 autre proposition.

 C'est M. L.-E.-J. Brouwer qui a compris le premier que pour l'infini
 math?matique la logique du savoir est la plus ad?quate et c'est lui qui
 a introduit l'expression ? math?matiques intuitionnistes ? pour d?si
 gner les math?matiques bas?es sur cette logique.

 Comme nous avons vu, le principe du tiers exclu n'est pas valable
 dans la logique intuitionniste. Par cons?quent, plusieurs autres r?gles
 logiques ne s'appliquent pas non plus. Citons comme exemple que la
 double n?gation d'une proposition p n'est pas ?quivalente ? p. D'ail
 leurs il est clair que ( '), qui est la double n?gation de (B), n'est pas
 ?quivalent ? (B), car pour pouvoir affirmer (B) il faut conna?tre un
 nombre exceptionnel, ce qui n'est pas n?cessaire pour pouvoir affirmer
 ( '). Le fait que plusieurs r?gles de la logique traditionnelle font d?faut
 dans la logique intuitionniste, n'est pas un appauvrissement, car il
 faut compl?ter cette logique par des r?gles, entre autres sur l'emploi
 de la double n?gation, qui dans la logique bivalente se r?duisent ? des
 identit?s si l'on raie les doubles n?gations. Ce n'est pas le but de cet
 article d'entrer dans les d?tails de la technique de la logique intuition
 niste. On trouvera quelques indications l?-dessus avec une bibliogra
 phie compl?te dans mon livre Les fondements des math?matiques
 (Paris, Gauthier-Villars, 1955).

 A. Heyting.
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